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Exemplo — Ruina do apostador

Individuo inicialmente com R$ i < N aposta sucessivamente em
sequéncia de jogos independentes. Em cada jogo:

prob de ganhar R$ 1 = p = 1—prob de perder RS 1.
Seja X,, = fortuna do apostador apds n jogos, n > 0.

(Xn) é uma Cadeia de Markov em S = {0,1,..., N} com as probs
de transicao dadas a seguir.

Poo = Pnn =1,
0<x<N: Pext1=p;, Paxc1=1—p=¢q;pe(0,1).

1 q p 1
0 x—1 x x+1 N



Ruina do apostador (cont.)

Objetivo do apostador: obter fortuna de R$ N e parar. Mas ha a
possibilidade de ruina.

0 X N
o /1
P= 4 g 0 p
N 1

(Xn) ~ CM(6x, P); 0x = (3xy, y € S)

Interesse:

prob de ruina do apostador = P, (X, = 0 para algum n > 0) =: ry.



Ruina do apostador (cont.)
Claramente, p =1, ry =0. Para 0 < x < N:
re = Py(ruina| Xy = x — 1)Py (X1 = x — 1)
+ Py (ruinal Xy = x + 1)Py (X1 = x + 1)

Markov

= rIx—1q9 + Ix41pP

Do que concluimos que, fazendo Ay = ry — i1 € p = q/p,

Ay =pAy_1, x=1...,N—1;iterando: A, = p*Ag * =

N—-1 N—-1 —5
ry:ry_rN:ZxyAX:AOnypXZSIX{ 1=p
N_yv

0<y<N,ondes;=1—nr.

Substituindo y = 0 acima,

Yy

a)sep#l:slzll_;p’;,@ry:"ly_;/ﬁv;
b)sep=1:r,=1-%.

*vélido tb para x =0

sep#1
sep:1'



Estratégia conservadora ou ousada?

Suponha que na situacdo acima y = 50 e N = 100, mas vocé possa
escolher entre apostar R$ 1 em cada jogo ou R$ 10 em cada jogo. Qual a
melhor alternativa em termos da prob de atingir o objetivo do jogo?®

Note que, para efeito de aplicar (1), o segundo caso se reduz ao primeiro
comy=5eN=10.

1) Se p =1/2 (jogo justo): p =1 e as duas estratégias sdo igualmente
efetivas;

2) se p > 1/2 (jogo favoravel): p < 1: a la estratégia é a melhor;

3) se p < 1/2 (jogo desfavordvel): p > 1: a 2a estratégia é a melhor.
Obs. De fato, no caso desfavoravel, a melhor estratégia é apostar R$ 50
de uma vez; no caso, favordvel, melhor apostar em cada jogo o menos

possivel (1 centavo, digamos). No caso justo, nenhuma estratégias faz
diferenca.

tPodemos mostrar que esta prob vale 1 — ry, ou diretamente, com o mesmo
método usado para achar r,, ou mostrando que a prob de nunca atingir o
objetivo ou ir a ruina se anula.



Comparacao de desempenho de drogas

pi € (0,1) = eficiéncia da droga i: % de cura, i = 1,2
Teste clinico: pares ao acaso de pacientes doentes

o

i°® membro do par recebe a droga i, i = 1,2 (regime duplo cego)

X0 _ {1, se i° membro do j° par se cura apds tratamento;
J 0, se i°® membro do j° par ndo se cura apds tratamento,
i=12j>1
Aplicam-se os tratamentos aos pares, sequencialmente até que
(X 4 X)) = (x4 X)) = m,

onde M > 0 é um ndmero inteiro pré-estabelecido.
Vamos supor que p; # pa.



Comparagdo entre drogas (cont.)

Podemos ignorar os pares para os quais Xj(l) = Xj(z); para os

demais a prob de que Xj(l) — Xj(z) =1 vale

1) 2 _ 11x® (2) _ 1) 2 _
PO =X =16 - X =100 X[ - X = 1)

P(xM=1,x?=0) pr(1—ps
_ i i _ 1( ) = p#

N IP’(XJ.(I):1,)(1.(2):0)+IP’(XJ.(1):0,XJ.(2)=1)  p(1-p2)+(1-p1)p2

e a prob de que Xj(l) — Xj(2) = —1vale g=1— p. Tudo se passa

de forma andloga a ruina do jogador:

1
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Comparagdo entre drogas (cont.)

Seja Ay a prob de o teste terminar em M; nesse caso, poderiamos
dizer que as evidéncias sdo favordveis a droga 1. De (1) vem:

2M 1
P(An) =1-£= el e 1+(g)"” 1+(ﬂP72)M
p

Exemplo: p1 =0,4, pp =0,6, M =5:
P(Ay) = —2—5 ~ 0.0170

1+[(2) ]

Obs. 1) Nesse caso, podemos dizer que a prob de as evidéncias
serem favoraveis a pior droga vale 0.017.

2) Se M = 10, entfio P(Ay) = 5 ~ 0.0003

mioN



Exemplo — Processo de Ramificacao
Crescimento de populagio

Go = tamanho inicial de uma populagdo (geragdo 0)
Cada individuo de cada geracdo, independente dos demais, e de maneira
identicamente distribuida, contribui certo niimero de descendentes para a
geracao seguinte.
Matematicamente: seja X = {X, Xj;, i,j > 1} uma familia de va's
inteiras ndo negativas iid; Gg va inteira nneg independente de X.
~ G
Para k > 1, se Gx_1 > 0, entdo G, = Zj:kllej;
se Gx_1 =0, entdo G, = 0.
Gk é o tamanho da k? geragdo da populagdo; se Gx—1 > 0, entdo Xj; é o
nimero de descendentes do j° individuo da (k — 1)? geracdo da
populacdo, j =1,..., G_1.
(G,) é uma CM(p, P) em N com p = distr de Gy,
P(x,-) = distr de 3_7_; X1, se x >0, e P(0,-) = do
Se Gy = 0 para algum k > 0, dizemos que a populagdo se extingue/
ocorre extingdo da pop; do contrario, dizemos que a populagao
sobrevive/ocorre sobrevivéncia da pop.



Simulac3o do processo de ramificacdo

GO=1

X31=0

Obs. Esta populagdo se extingue na 57 geracdo.

Gl=3
G2:5
X35 =0
G3:3
G4:1
G5=0
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Extincao

Interesse na dicotomia P(extingdo) = 1 ou < 1; em particular, em critério
para distinguir os dois casos, e no valor da probabilidade no segundo caso.

Notemos inicialmente que, para n > 0, {G, = 0} C {G,+1 = 0}, e logo

P(Ghy1 =0) > P(G,=0), e (2)

{extingdo} = Up>0{G, =0} = lim,_,oo{G, = 0} (3)
Logo,

p := P(extin¢do) = lim,_, oo P(G, = 0) (4)

Para achar o limite, vamos trabalhar com fun¢des geradoras de
probabilidade. Note que

P(G, = 0) = 1,(0), onde 1,(s) = E(s%) = > k>0 P(Gn = k) sk,

s €[0,1], com a convengio de que 0° = 1.
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Funcao geradora de prob de G,

Para 0 < s <1, temos que para n>1

Yn(s) = E(s®) = ZE(SEJGEI X1 Gy1 = k)P(Gp1 = K) (5)
k>0

A esperanca condicional dentro da soma vale

E(sZ/ %] G,y = k) OEME(sZ %) = B(TT, %) 2 T B(s%)

T2 E(s°) = B = [w(s)], (6)
onde ¢(s) = E(s¥) = > ko P(X = k) s*. Substituindo (6) em (5), temos que
Un(s) = X ysol(S)“P(Go-1 = k) = E([ip(5)]**) = tn-1 0 (s), ()

onde o indica composicdo. Iterando (7), temos que
Un(s) = Y10 p(s) = Yn20pop(s) =--- = o0 p("(s), (8)
onde ™ =@ o--- 0 (n vezes).

Xp.id

Obs. No caso em que Gy = 1, 9o = identidade, e, logo, em particular,

¢\"(0) = P1(G, = 0). (9)
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P(extingdo)

De (9) e (2), para qualquer distribuicdo de Gy, e, em particular, para
Go = 1, segue que ¢("(0) é uma sequéncia monotdnica (n3o
decrescente) limitada, e logo

p = lim,_s 00 ©(M(0) existe. (10)
Segue da continuidade de ¢ como fun¢do em [0,1] que

i o™ () = I (=1(0) — o lim o-D(Q) —
p=lim @(0) = lim o™ (0) =po lim ¢""7(0) = ¢(p),
e logo p satisfaz a equacdo
s = ¢(s). (*)

Obs. s =1 é sempre solugdo de (x).

Segue ainda da continuidade de 1y que
7= lim $(0) 2 lim 0 £(0) = Yoo lim ¢(0),
n—o0 n—oo

e logo

7 = volp). ()
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p = prob de extingdo qdo Gy =1

P = 1o(p) = 1 se e somente se p = 1%, logo vamos focar em p; em outras
palavras, no caso Gy = 1.

Sejam px = P(X = k), k =0,1,2,...

Casos simples
i) Se pp = 0, ent3o claramente P(G, =0) =0V n, e logo
p = liMp_see P(G, = 0) = 0.

ii) Se po >0 e po+ p1 = 1, entdo, fazendo 7 = inf{n > 1: G, = 0}3,
temos que T é uma va Geométrica com prob de sucesso py > 0, e logo

p=P(T <o0)=1.
Suposicao
De agora em diante, vamos supor que py > 0 e px > 0 para algum k > 2.

Nesse caso, ¢ é uma fungdo estritamente crescente e convexa em [0, 1]:

572280(5) =Y pep k(k —1)ps*=2 > 0 em (0,1].

tExcluindo-se o caso trivial em que P(Go=0)=1&1yo=1.
$inf0 =’ 0o
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Dois casos — 1° caso

o(s)

Po

Nesse caso, o grafico de ¢ esta es-
tritamente acima da identidade em
[0,1), e logo p=1.
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Dois casos — 2° caso

Po

@(s)

Nesse caso, o grafico de ¢ inter-
cepta o grafico da identidade em
exatamente um ponto de [0,1), a
saber s* > 0.

Obs. Dada a convexidade estrita de
, ja apontada acima, essa condi¢ao
é equivalente a termos ¢(s) < s
numa vizinhanga de s = 1 com
s< 1l

16



2° caso — zoom em torno de (s*,s*)

Zoom em torno de (s*,s*)

o(s*)=s"

A figura a esquerda captura o fato
que ¢("(0) < s* para todo n > 0.

Po LOgO, p = ||mn—>oo <P(n)(0) S S*'
Portanto, p = s*.

@)  p®(0)
po=¢(0) e®© s

(Obs. A porcdo do grafico de ¢ na figura logo acima parece mais retilinea

do que na figura no canto superior, mas se trata do mesmo grafico.)
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Teorema 1

Seja (Gp) o processo de ramificagdo com varidvel de descendéncia
X. Seja ¢ a funcdo geradora de probabilidade de X.

p, a probabilidade de extincdo da populagdo iniciada com Gy = 1,
é dada pela menor solugdo de

s = ¢(s) (*)
em [0, 1].

Dem. Os argumentos ilustrados nas figuras acima estabelecem a
validade do resultado sob a suposi¢cdo de que P(X =0) >0e

P(X = k) > 0 para algum k > 2; a extensdo para as demais
distribuicdes de X (em N) é simples (segue de i e ii do slide 14). [
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Critério para decidir qual o caso

Vamos a seguir obter um critério para diferenciar entre os dois casos
delineados nos slides 15 e 16 (vamos supor que pg > 0 e py > 0 para
algum k > 2).

Caso 1
Nesse caso, temos que ¢(s) > s para todo s € [0,1); como ¢ é
continuamente diferencidvel em [0, 1], segue que

lsz) _ 60(13:850(5) <1Vs<1le 80/(1) = limg ¢! ) o(s) 1.

1—s =

Caso 2

Nesse caso, temos a existéncia de s* < 1 tq ¢(s*) = s*, e da
continuidade de ¢’, do Teorema do Valor Intermedidrio segue a existéncia
de 5 € (s*,1) tq ¢'(3) = % = % =1, e da convexidade estrita
de ¢, que implica que ¢’ é estritamente crescente em [0, 1], segue que

(1) >¢'(3) = 1.
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Critério

Finalmente, da observagao que

(1) =2 ks kpksk_1|5:1 = > k=1 ke = E(X),
temos o seguinte resultado.

Teorema 2

Seja (G,) o processo de ramificagdo com varigvel de descendéncia X.
Seja ¢ a fungdo geradora de probabilidades de X.

Supondo que P(X = 1) < 1, temos a seguinte dicotomia.
i) Se E(X) <1, entdo p=1.
i) Se E(X) > 1, entdo p < 1.
Dem. Os argumentos acima estabelecem o resultado sob a suposicdo de

que P(X =0) > 0 e P(X = k) > 0 para algum k > 2. Os demais casos
sao mais simples, e seguem imediatamente de i e ii do slide 14. O
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Exemplos

1) Suponha que pg+ p1 + p2+p3 =1, po > 0e po + p3 > 0. Entdo
E(X) =p1+2p2+3p3 <1=po+p1+p2+ps< p2+2p3 < po.
Logo, do Teorema 2, segue que p =1 se pr» + 2p3 < pp.

Vamos achar p quando
p2 +2p3 > po. (%)

Comegamos escrevendo

s—(s) =s—(po+ p15 + p2s* + p3s°)
= po(s —1) + pa(s — s%) + p3(s — 5°)
= (s —1)[po — p2s — p3s(1 +5)] = (1 — s)(as® + bs — c),

ondea=p3, b=p+p3>0ec=py>0.
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Exemplo 1 (cont.)

Logo, solugdes ndo triviais de () (# 1) sdo dadas por solucdes de
as’ +bs—c=0:

a)seps=0,entdoa=0es :=c/b=py/p2 é a (lnica) tal solugdo;
sob (xx) < pg < pa, segue do Teorema 1 que p =s" = py/pa.

b) se p3 > 0, entdo a Unica solugdo ndo negativa de as®> + bs —c =0 é
dada por

VB+4ac—b _ \/ (P2+p3)?+4pops—(p2+ps) . S
2a - 2p3 7' '

Sob (xx), e do Teorema 1, segue que p = s”.
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Exemplo 2: X ~ Poisson ()

Nesse caso, E(X) = A. Logo, do Teorema 2, p=1se A < 1.

Solugbes ndo triviais de

p(s) =e”
nesse caso ndo podem ser obtidas explicitamente, apenas
aproximadamente, por exemplo, a partir da seguinte iteracdo: pg =0, e
paran>1

A1-s) — s

pn = @(pn-1).

Nesse caso, como vimos acima, p, " p, e podemos parar a iteracdo apds
um "grande” ndmero de passos, obtendo uma aproximacio dessa forma.¥

YE possivel controlar a niimero de passos de modo a garantir um dado erro
de aproximacao — vide lista de exercicios.
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Valor esperado de G,

Lembremos que para uma va inteira ndo negativa Z com fun¢3o geradora
de probabilidades ¢ : [0,1] — [0, 1], #(s) = E(s%), valem

Pp(1)=1 e E(Z)=¢(1):=lims 1 &(s).
Disso, de (8) e da regra da cadeia, segue que
E(Gn) = ¢ 0 pM(1) x @' 0 "™ D(1) x -+ x ¢/(1)
=Pp(1) x ¢’(1) x -+ x ¢'(1) = E(Go) V",

onde v = E(X).

Obs. 1) Se v < 1, dizemos que o processo de ramificacdo estd na fase
subcritica. Nesse caso lim,_, . E(G,) = 0 exponencialmente rdpido; disso
e da # de Markov:

IP(G,, > 0) = P(G,, > 1) < E(G,,) — 0 (exponencialmente) quando n — oo,

e segue que p = 1 (o que fornece um argumento alternativo para o Teorema 2.i

quando v < 1).
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Obs. (cont.)

2) Na fase critica, em que v = 1, também temos, pelo Teorema 2
acimal, que P(G, > 0) — 0 quando n — oo, mas, sob condicBess
relativamente brandas**, o decaimento é polinomial: P(G, > 0) ~

3) Na fase supercritica, em que v > 1, E(G,) cresce exponencialmente
rapidotT. De fato, podemos mostrartt que
— i Gn
W = ||m,~,_>oo o
existe quase certamente, e que, sob condi¢es brandas, temos que
P(W > 0) = 1 — 5 = P(sobrevivéncia),

do que se conclui que quando ha sobrevivéncia, a populagdo cresce
exponencialmente répido (com o niimero de geragdes):

G, ~ Wv" qc.

Iho caso n3o trivial
E(X?) < 00

ﬁsempre que Gy Z 0; suponhamos também que v < oo
f‘f‘por métodos que vido além do escopo deste curso

E(Xlog X) < o0

const
“n
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Exemplo — Colecionador de figurinhas

Um album é composto de M figurinhas distintas. Um colecionador
adquire sucessivamente uma figurinha ao acaso por vez entre as M
possiveis. Qual é o nimero esperado de aquisicGes até o dlbum ser
completado?

Seja Xg = 0 e X, = o nimero de figurinhas distintas na colecdo
ap6s n aquisi¢des. Entdo (X,) é uma CM com probabilidades de
transicao como ilustrado a seguir.

x/M@)\l— x/M

:0 x x+1 M

0<x<M
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Album de figurinhas (cont.)

Seja N, o nimero de aquisicdes até a obtencdo de uma figurinha
nova quando a colecdo contém x figurinhas distintas. Entdo

N, ~ Geométrica com prob de sucesso 1 — x/M.

Queremos ent3o
M-1 M-1 M-1 M-1
E(X x=0 Nx) =250 E(Nx) = > o 17>1/M =2 k=0 MAix

=MYM A =M L Miog M.

<
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